
Íåðàâåíñòâî Êîøè
(íåðàâåíñòâî ìåæäó ñðåäíèì
àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì

ãåîìåòðè÷åñêèì)

Ëàáóçíàÿ Èðèíà

1 Òåîðèÿ

Îäíèì èç ñàìûõ ÷àñòîâñòðå÷àåìûõ íåðàâåíñò, èñïîëüçóåìûõ â
ðåøåíèÿõ îëèìïèàäíûõ çàäà÷, ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êîøè (íåðàâåí-
ñòâî ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì).
Áîëåå òîãî, èíîãäà îíî ìîæåò óïðîñòèòü ïîèñê ìèíèìóìîâ è ìàê-
ñèìóìîâ ôóíêöèé, ñäåëàâ åãî âîçìîæíûì áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèç-
âîäíûõ. Ðàññìîòðèì âåðíîå íåðàâåíñòâî (x− y)2 ≥ 0.

x2 − 2xy + y2 ≥ 0

x2 + y2 ≥ 2xy

x2 + y2

2
≥ xy

Ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ ëþáûõ x è y.
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Ïóñòü ÷èñëà a è b áîëüøå íóëÿ, òîãäà ââåäåì çàìåíó: x2 = a, y2 =
b, îòñþäà ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî Êîøè äëÿ äâóõ ÷èñåë â ñòàíäàðòíîé
ôîðìóëèðîâêå:

a+ b

2
≥

√
ab,

ãäå â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà - ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå ÷èñåë a
è b, à ñïðàâà - èõ ñðåäíåå ãàðìîíè÷åñêîå.

Çàìåòèì, ÷òî òàêæå ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî íà-
áîðà ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xn:

x1 + x2 + . . .+ xn
n

≥ n
√
x1x2 . . . xn

2 Çàäà÷è

Çàäà÷à 1

Äîêàæèòå, ÷òî a ≥ 2
√
a− 1 äëÿ ëþáûõ a > 0.

Çàäà÷à 2

Äîêàæèòå, ÷òî a+ 2b ≥ 3
3
√
ab2 äëÿ ëþáûõ a, b > 0.

Çàäà÷à 3

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî x âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî:

x+
1

x
≥ 2
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3 Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè

a+ 1

2
≥

√
a · 1 ⇐⇒ a+ 1 ≥ 2

√
a,

îòêóäà ïîëó÷àåì èñêîìîå a ≥ 2
√
a− 1

Çàäà÷à 2

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè

a+ b+ b

3
≥ 3

√
abb,

îòêóäà óìíîæåíèåì íà òðè è ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ ïîëó÷àåì èñêî-
ìîå a+ 2b ≥ 3

3
√
ab2.

Çàäà÷à 3

Ïî íåðàâåíñòâó Êîøè

x+
1

x
≥ 2

√
x · 1

x
= 2
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